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Un Analogue des Congruences de Kummer pour les q-nombres 
d'Euler 
JACQUES DESARMENIEN 
We propose a q-analogue of the Kummer congruences for the study of the q-Euler numbers. 
A double sequence of polynomials arises naturally in this context. Those polynomials also receive 
a combinatorial interpretation that extends the classical properties of the Euler numbers. 
L'etude modulo p premier des nombres d'Euler En (nombres tangents et secants) est 
ancienne. Kummer a montre que leurs residus modulo p formaient une suite periodique. 
Les polynomes cyclotomiques jouent a certains egards Ie role de q-analogues des 
nombres premiers. II est donc legitime d'etudier les residus des q-analogues des nombres 
d'Euler, les polynomes En(q), modulo les polynomes cyclotomiques. Le resultat obtenu 
(TMoreme 2.3 et Corollaire 2.4) fait apparaitre une suite double de polynomes Em.n(q) 
definis combinatoirement d'une maniere analogue aux q-nombres d'Euler. Une par-
ticularite de ce resultat (qui implique les congruences de Kummer) est que les residus 
des q-nombres d'Euler so nt, au signe pres, independants du polynome cyclotomique (du 
moins si son degre est assez grand). 
La demonstration consiste en un examen modulo un polynome cyclotomique d'une 
relation de recurrence lineaire definissant les q-nombres d'Euler. On utilise a cette 
occasion un q-analogue de la congruence de Lucas sur les coefficients binomiaux (Proposi-
tion 2.2). 
1. FONCTIONS GENERATRICES 
Notons, comme il est classique, (x; q)n = fIOo;;Io;;n-l (1- xql) pour n ~ 1 et (x; q)o = 1. 
Le coefficient binomial et son q-analogue Ie polynome gaussien sont respectivement 
definis par 
( n) n! j = j!(n -j)! 
et [n]= (q;q)n 
j (q; qMq; q)n~j 
lorsque j.:;; n et 
G) = [;] = ° sinon. 
II semble que Jackson [9] ait ete Ie premier a definir explicitement les q-analogues du 
sinus et du cosinus. Posons donc 
n 
sin (x, q) = L (_1)(n-ll/2 _x_ 
n (q;q)n (n ~ 0, n impair), 
xn 
cos (x, q) =L (-1r/2--
n (q;q)n (n ~ 0, n pair), 
sin (x, q) 
tan (x, q) = ( )' 
cos x, q 
1 
sec(x, q) = ( )' 
cos x, q 
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Les q-nombres d' Euler En (q), n ;;;. 0, sont alors definis par 
xn 
L En (q) -( -)-= EUL(x, q) = tan (x, q) + sec(x, q). 
n~O q; q n 
Generalisons cette definition en considerant des series generatrices exponentielles 
mixtes: 
sin(u; x, q) = sin u cos (x, q) + cos u sin (x, q) 
= L (_1)(m+n-ll/2 umxn 
m.n m!(q;q)n 
cos(u; x, q) = cos u cos (x, q) -sin u sin (x, q) 
(m, n ;;;. 0, m + n impair), 
= L (_1)(m+n)/2 umx" 
m.n m!(q;q)n (m, n ;;;.0, m +n pair), 
( . )_sin(u;x,q) tan u, x, q - ( ) 
cos u; x, q 
tan u + tan (x, q) 
1 - tan u tan (x, q)' 
1 
sec(u; x, q) = ( ) 
cos u; x, q 
sec u sec(x, q) 
1 - tan u tan (x, q)' 
ou sin u, cos u, tan u et sec u sont les fonctions trigonometriques ordinaires. 
On definit alors une suite double de polynomes E m•n (q), m, n ;;;. 0 par 
umx" 
L Em.n(q) '( ) =EUL(u;x,q)=tan(u;x,q)+sec(u;x,q). 
m.n;;.O m. q;q,. 
Les proprietes suivantes sont faciles a verifier: 
Eo.,.(q) = En(q), q-nombre d'Euler, 
Em,n (1) = Em+n (1) = E m+", nombre d'Euler ordinaire. 
En identifiant les coefficients de umx" dans l'identite evidente 
cos(u;x,q)EUL(u;x,q)=l+sin(u;x,q) on obtient la recurrence lineaire de la 
proposition suivante. 
PROPOSITION 1.1. Les polynomes E m.n (q) sont difinis par 
(i) Eo.o(q) = 1, 
I: (":)[~](_1)(i+j)f2 Em- i,n-j(q) = Am.,. 
'.1 Z J 
(ii) 
(O,,;;;;i,,;;;;m,O,,;;;;j,,;;;;n,i+j pair) lorsque (m,n)~(O,O), au Am.n=O si m+n est pair et 
Am.n = (_1)(m+n-l)/2 si m +n est impair. 
On verifie d'autre part que EUL(u; x, q) est solution de l'equation differentielle 
d 
du EUL(u; x, q) = 1 +tan(u; x, q) EUL(u; x, q) 
ainsi que de l'equation q-differentielle 
1 
- (EUL(u; x, q)-EUL(u; qx, q)) = 1 +tan(u; x, q) EUL(u; qx, q). 
x 
On en deduit des recurrences quadratiques. 
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PROPOSITION 1.2. Les polynomes Em.n(q) verifient 
(i) Eo.o(q) = E O•1(q) =E1.0 (q) = 1, 
E m.n+1 (q) = ~ (":)[~]qn-iEi.i(q)E:'_i.n_i(q), 
'.1 1 ] 
(ii) 
(iii) E m+1.n(q) = ~ (":)[~]Ei,i(q)Em-i.n-j(q); 
'.1 1 ] 
dans les deux cas, 0 ... i ... m, 0 ... j ... n, i + j impair et (m, n) ¥- (0, 0). 
En faisant m = 0 dans la deuxieme recurrence quadratique on obtient Ie corollaire 
suivant. 
COROLLAIRE 1.3. Les polynomes Em.n(q) sont difinis par 
(i) 
(ii) 
(0 ... j ... n, j impair, n ;c 0), 
(iii) 
Eo.o(q) = E O•1(q) =E1.0(q) = 1, 
EO.n+l (q) = 1 [;]qn-iEo.n_i(q) 
(0 ... i ... m, O ... j ... n, i + j impair, (m, n);c (0, 0)). 
2. PROPRIETES DE CONGRUENCES 
Notons 4>k Ie k-ieme polynome cyclotomique, avec 4>1 = 1-q. 
LEMME 2.1. Soit n = ka + h. On a la congruence 
ea!(q; qh mod 4>k. 
En effet on peut ecrire 
(q ', q)n = I1 (qks+l. q) X (qk. qk) X (qka+l . q) ,k-l ,a ,b, 
O~s~a-l 
Puisque qk==l mod4>k, on a (qka+l;qh==(q;qh et (qks+l;qh_l==(q;qh_l. Lorsque 
q = ( racine primitive k-ieme de I'unite, on a 
I ( I ) I (Xk -1) I «(;(h-l= I1 (l-n= I1 (X-() = - =k. 
1""I""k-l 1""I""k-l X=1 X -1 X=1 
On en deduit (q; q)k-l == k mod 4>k. 
Enfin il est clair que (qk; qk)a est divisible par (1-qkt; de plus 
I. (qk; qk)a I' (q; q)a _ , 1m (1 k)a 1m (1 )a - a. q-+( -q q-+l-q 
et Ie lemme s'ensuit. 
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Lucas [12J a donne pour les coefficients binomiaux la congruence suivante: si k est 
premier, si n = ka + b et j = kr + s, 0:0;;; b, s :0;;; k - 1, alors 
Nous don nons maintenant un q-analogue de ce resultat, ou k est un entier quelconque. 
PROPOSITION 2.2. Soient n = ka + b et j = kr + s, 0:0;;; b, s :0;;; k -1. On ala congruence 
Ona 
[nJ (q; q)n j = (q; qMq; q)n-j (q; q)n X (l_ qk), x (l-q
kt-'. 
(l-q kt (q; q)j (q; q)n-j , 
Ie Lemme 2.1 permet de conclure. 
Les nombres d'Euler satisfont a de nombreuses congruences, connues sous Ie nom de 
congruences de Kummer (cf. [10-12; 13, p. 270J). Nous allons etablir des congruences 
analogues pour les polynomes E m•n (q). 
THEOREME 2.3. Soient m, k, a et b des en tiers, m, a, b ~ 0, k ~ 1; les polynomes 
Em,ka+b(q) verifient les congruences suivantes mod <Pk: 
(i) lorsque k est pair, si m + ka + b est impair et si a ~ 1, alors E m.ka+b (q) == 0; si 
m + ka + b est pair, alors Em,ka+b(q) == (_1)(k+2)a/2 Em,b(q); 
(ii) lorsque k est impair, alors Em,ka+b(q) == (-1)(k-l)a/2Em+a,b(q). 
REMARQUES. Les polynomes figurant dans les seconds membres des congruences 
ci-dessus ne dependent de k que par un coefficient ±1; d'autre part, comme on Ie verra 
plus loin, Ie degre de Em.b(q) est au plus b(b -1)/2; en consequence, les congruences 
du theoreme fournissent les residus mod <Pk lorsque Ie degre de <Pk est superieur a 
b(b -1)/2, par exemple quand k est premier et superieur a b(b -1)/2. 
Faisons m = 0 dans Ie Theoreme 2.3. On obtient Ie corollaire suivant pour les q-nombres 
d'Euler. 
COROLLAIRE 2.4. Les q-nombres d' Euler verifient les congruences suivantes mod <Pk: 
(i) lorsque k est pair, si ka + b est impair et si a ~ 1, alors E ka+b (q) == 0; si ka + best 
pair, alors Eka+b(q) == (_1)(k+2)a/2Eb (q); 
(ii) lorsque k est impair, alors Eka+b(q) == (_1)(k-l)a/2 Ea.b(q). 
La premiere partie du cas (i) du corollaire ci-dessus est un cas particulier d'un resultat 
d'Andrews et Gessel [lJ lui-meme generalise par Foata [6J. D'autre part, Andrews et 
Foata [2J ont montre que les q-nombres d'Euler d'indice pair sont congrus a leur terme 
de plus haut degre mod <P~. Dans Ie meme ordre d'idees, il faut signaler un q-analogue 
du theoreme de von Staudt-Clausen sur les nombres de Bernoulli dO a Carlitz [4J. 
II est facile de calculer la valeur de <Pk en 1: <Pl(l) = 0, <Pk(l) = p si k = pa ou pest 
premier et <Pk (l) = 1 dans tous les autres cas. 
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Lorsque k = 2,la partie (i) du Corollaire 2.4 donne, avec q = l,les proprietes suivantes 
pour les nombres d'Euler: 
(a) Les nomhres d'indice impair (nomhres tangents) sont pairs saul E1 = 1; 
(b) /es nomhres d'indice pair (nomhres secants) sont impairs. 
Lorsque k = p nombre premier impair, la partie (ii) du Corollaire 2.4 permet d'ecrire 
lorsque n "'" 1 
En+p-1(q) == (-1)(P-l)!2E1.n_1(q) mod c[Jp, 
d'ou, avec q = 1, une propriete de periodicite mod p des nombres d'Euler: 
(c) La suite Em n "'" 1 est periodique mod p premier impair; fa periode est p -lou 2(p -1) 
sefon que p == 1 ou 3 mod 4. 
Les proprietes (a), (b) et (c) ci-dessus constituent les congruences de Kummer. 
DEMONSTRATION DU THEOREME 2.3. Supposons d'abord 0.:;; h .:;; k -1. 
La demonstration se fait par recurrence sur m, a et h en utilisant la recurrence lineaire 
de la Proposition 1.1. 
La propriete de congruence est evidente pour Eo.o(q). Supposons les congruences 
vraies pour Em'.ka'+b'(q) lorsque m'.:;; m, a ' .:;; a et h'.:;; h, et (m', a', h') r= (m, a, h). Avec 
les notations de la Proposition 1.1 on ,a, en posant n = ka + h, 
Am.n = ~ ("!)[~](_1)U+j)/2 Em-i.n-j(q) 
I,J I J 
(O.:;;i.:;; m, O.:;;j':;;n, i + j pair). (1) 
Posons j = kr + s, 0.:;; s .:;; k -1. La Proposition 2.2 donne 
[;] == (;) [!] mod c[Jk. 
La condition O.:;;j.:;; n devient O':;;r':;; a -1, O.:;;s.:;; k -1 et r = a, O.:;;s.:;; h. Puisque [~] = 0 
lorsque s > h, on peut ecrire la congruence suivante mod c[Jk: 
_ ~ (m) (a) [h] ( )U+kr+s)/2 Am,n = ,'- . -1 E m-i.k(a-r)+b-s (q) I,r,s Irs (2) 
(0.:;; i.:;; m, 0.:;; r':;; a, 0.:;; s':;; h, i + kr + s pair). 
Nous allons maintenant distinguer suivant la parite de k. 
(i) Lorsque k est pair: I' entier i + kr + s est pair, donc i + s est pair. Supposons m + n 
impair; dans ce cas m +h est impair. L'hypothese de recurrence donne donc 
E m-i,k(a-r)+b-s(q) == 0 sauf si a = r. La congruence (2) devient, lorsque a "'" 1, 
Am,n = Em,n (q)+ ~ ("!)[h] (_1)(Hka+s)/2 Em-i,b-s(q) 
I,S I S 
(0.:;; i.:;; m, 0.:;; s.:;; h, i + s pair). 
La Proposition 1.1 permet de simplifier la somme du second membre: 
Am.n =Em.n(q)+(-lla/2Am,b; 
puisque m + n et m + h sont impairs, la congruence (4) s'ecrit 
(_1)(m+n-l)/2 = Em.n(q) + (_1)ka/2+(m+b-l)/2, 
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Supposons maintenant m + n pair, auquel cas m + b est pair. Cette fois, l'hypothese 
de recurrence est 
E ( ) - ( 1)(k+2)(a-r)/2E ( ) m-i,k(a-r)+b-s q = - m-i,b-s q , 
avec i + s pair et (i, r, s) ¥- (0, 0, 0). La congruence (2) devient alors (sans restriction 
pour a) 
Am,n = Em,n(q) + ,L (":)(a)[b](_1)(i+kr+s+(1t+2)(a-r»/2Em_~b_s(q) (6) 
I,r,' Irs 
(0,,;; i,,;; m, 0,,;; r";; a, 0,,;; s,,;; b, (i, r, s) ¥- (0, 0, 0), i + s pair), 
soit encore 
A =E ()_(_1)(k+2)a/2E ()+ '" (m)(a)[b](_1)u+.+ka+2a-2r)/2E _' _ ( ) m,n m,n q m,b q i.. , m I,b s q i,r,. Irs 
(7) 
L'identite (7) peut etre transformee grace a la Proposition 1.1: 
Am,n =Em,n(q)-(-1)(k+2)a/2Em,b(q)+(-1)(k+2)a/2( L (-1 y(a))Am,.. (8) 
O .. r .. a r 
Lorsque a ~ 1 (cas ou Ie Theoreme 2.3 n'est pas evident), la formule 
fournit la congruence 
(9) 
ce qui donne Ie resultat puisque, dans ce cas Am,n = O. 
(ii) Lorsque k est impair: l'entier i + kr+s est pair, donc i + r + s est pair. L'hypothese 
de recurrence est maintenant 
E ( ) - ( 1)(k-l)(a-r)/2E ( ) m-i,k(a-r)+(b-.) q = - m-i+a-r,b-s q . 
Apres simplification des exposants de -1, la congruence (2) devient 
Am,n = Em,n(q) _(-1)(k-l)a/2Em+a,b(q) 
+ (_1)(k-l)a/2 .L (":)(a)[b](-1)U+r+S )/2Em _i+a_r,b_s(q) (10) 
I,r,' Irs 
(O,,;;i ";;m, 0,,;; r";; a, O,,;;s ,,;;b, i+r+s pair). 
Posons i + r = t. On a alors 
Am,n =Em,n(q)- (-1/k-l)a/2Em+a,b(q) 
+(_1)(k-l)a/2 L ( L (":)( ~ .))[b](-1)(t+S)/2Em+a_I,b_S(q) (11) 
I,' O .. i .. , I tIS 
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Pour simplifier la congruence (11), on utilise l'identite de cOQvolution de Chu-Vander-
monde [5]: 
L (m)( a )=(m+a). 
O""i"" 1 i t - i t 
Un historique de cette interessante identite se trouve dans Askey [3, p. 59]. On obtient 
la congruence 
A =E (q)_(_1)(k-l)a/2E (q)+(_1)(k-l)a/2A m7n - m,n m+a,b m+a,b· (12) 
II suffit pour conclure de reporter dans (12) Ies valeurs de Am,n et de Am+a,b fournies 
par la Proposition 1.1 en remarquant que m + n et m + a + b ont meme parite. 
Ceci acheve Ia demonstration du Theoreme 2.3 Iorsque 0 ~ b ~ k -1. Lorsque ce n'est 
pas Ie cas, il suffit d'appliquer aux deux membres des congruences du Theoreme 2.3 les 
resultats particuliers que nous venons d'obtenir; Ie theoreme est ainsi demontre. 
3. INTERPRETATION COMBINATOIRE DES Em,n(q) 
II est connu que les q-nombres d'Euler sont les fonctions generatrices du nombre des 
inversions sur les permutations alternantes (cf. [7,8,14,15]). En raffinant une construc-
tion classique (cf. [2]), nous allons donner une interpretation similaire pour les polynomes 
Em,n(q). 
Soit Y = Y1Y2 ••• Yn une permutation. Elle est alternante lorsque Yl < Y2, Y2> Y3, Y3 < 
Y4, .. .. Notons Altn l'ensemble des permutations altern antes de longueur n. Par conven-
tion, il existe une permutation alternante de longueur 0 et une de longueur 1. Une 
inversion de Y est un couple (i, j) tel que 1 ~ i < j ~ n et Yj < Yi. Le nombre d'inversions 
de Y est note INV y. Lorsque Y est une permutation de longueur superieure ou egale a 
n, definissons une n-inversion comme une inversion dont la valeur est au plus n. Posons, 
lorsque Y est de longueur m + n, 
INVn Y = IW,j): 1 ~ i <j~ m +n, Yj<Yi ~n}1 
et Fm,n(q) = L {qINVny: Y E Altm+n}. 




Fo,o(q) = FO,l(q) = Fl,O(q) = 1, 
FO,n+l (q) = 7 [;J qn-iFo)q)Fo,n_i(q) 
(0 ~ j ~ n, j impair, n ¥- 0), 
Fm+l,n(q) = ~ (":)[~J Fi)q)F m-i,n-j(q) 
1,1 I ] 
(O~i ~ m, O~j~n, i +jinipair, (m, n) ¥- (0, 0». 
En comparant la proposition precMente et Ie Corollaire 1.3 on obtient Em,n (q) = 
Fm,n (q), m, n ;;. O. 
DEMONSTRATION. Le point (i) resulte des conventions faites sur Alto et A1t1• 
Considerons une permutation Y = Y1Y2 .•• Y m+n+l altern ante de longueur m + n + 1 ;;. 
2; on remarque que y-\m+n+1) est necessairement un nombre pair 2k; en d'autres 
termes, Y2k=m+n+1. Posons alors j=l{t: 1~t~2k-1, Y/~n}l et i=2k-1-j; 
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remarquons que n - j = I{t: 2k + 1 ~ t~ m +n + 1, Yt ~n}1 et m -i = 
(m +n + 1-2k)-(n -j). 
Soit (J' (resp. (J") l'unique bijection croissante de y' = {Yt. Y2, ... ,Y2k-l} sur 
{1, 2, ... , 2k -1} (resp. de Y" = {Y2k+t. Y2k+2, ... ,Ym+n+l} sur {1, 2, ... , m + n + 1-
2k }). II est clair que z' = (J'(Yl)(J'(Y2) ... (J'(Y2k-l) et z" = (J"(Y2k+1)(J"(Y2k+2) ... 
(J"(Ym+n+d sont des permutations alternantes de longueur respectivement 2k-1 
et m+n+1-2k. Soit de plus a=(at.a2, ... ,am+n) defini par at =1 si tEY' et at =2 
si t E y". La don nee de Y est equivalente a la donnee du triplet (z', z", a). 
Les n-inversions de Y appartiennent a trois categories: 
(I) 1~s<t~2k-1 et Yt<Ys~n, 
(II) 2k + 1 ~ s < t ~ m + n + 1 et Yt < Ys ~n, 
(III) 1 ~ s < 2k < t ~ m + n + 1 et Yt < Ys ~ n. 
En efIet, Y2k = m + n + 1 > n ne peut intervenir dans aucune inversion. Avec les notations 
adoptees, les inversions de type (I) sont en bijection avec les j-inversions de z'; les 
inversions de type (II) sont en bijection avec les (n - j)-inversions de z". Quant aux 
inversions de type (III), elles sont en bijection avec les inversions de la suite a satisfaisant 
1 ~ s < t ~ n et at < as. Le nombre de 1 dans la suite (at. a2, ... , an) (resp. dans la suite 
(an+t. an+2, ... , am+n)) est egal a j (resp. a n. II n'est pas difficile de voir que la fonction 
genera trice des inversions de ce type sur les suites a vaut (7) [; J. 
En regroupant les permutations alternantes de longueur m + n + 1 suivant la valeur 
du couple (i, j), on trouve la recurrence quadratique (iii). 
Lorsque m = 0 et qu'on considere toutes les inversions de y, on a j = 2k -1 = Iy'l et 
n - j = 1y"I. Aux inversions de types (I), (II) et (III), il convient d'ajouter les inversions 
provoquees par Y2k = n + 1. Ces inversions sont au nombre de 1y"1 = n - j, d'ou Ie facteur 
qn-i dans la recurrence quadratique (ii). 
Ceci acheve la demonstration. 
Cette interpretation des polynomes E m•n (q) fournit immediatement Ie majorant de 
leur degre mentionne en remarque apres Ie Theoreme 2.3. En efiet, Ie nombre de 
n-inversions d'une permutation (et donc d'une permutation alternante) est au plus 
n(n -1)/2. 
4. 
n 0 1 
m qO qO 
0 1 1 
1 1 1 
2 1 2 
3 2 5 
4 5 16 
5 16 61 
TABLES DES POL YNOMES E m•n (q), 0 ~ m, n ~ 5 
2 3 
qO ql qO ql q2 
1 1 
1 1 1 2 2 
3 2 2 6 6 
8 8 11 22 22 
33 28 40 96 96 
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n 4 
m q 0 ql l l q4 q5 q6 
0 1 2 1 1 
1 2 4 4 4 2 
2 2 9 16 15 13 6 
3 6 34 62 68 62 34 6 
4 52 189 326 345 293 156 24 
5 240 992 1744 1984 1744 992 240 
n 5 
m qO ql q 2 q3 q4 q5 
0 1 2 3 4 
1 2 6 9 12 13 
2 6 20 34 48 56 
3 6 46 120 189 252 275 
4 24 216 592 992 1368 1552 
5 300 1682 4146 6669 8892 9733 
n 5 
m q6 q7 q8 q9 ql0 
0 3 2 1 
1 10 6 3 
2 48 34 20 6 
3 230 156 87 24 
4 1368 992 592 216 24 
5 8410 5946 3423 1200 120 
Par exemple, E 2,4(q) =2+9q + 16q2+ 15q3+ 13q4 +6l. 
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